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ABSTRACT

We show that the intersective set and the set of Poincaré are equal and we apply
this fact to the repartition modulo 1 of a certain sequence of type (x8"), ..

§1. Les ensembles intersectifs sont les ensembles de Poincaré

Nous appellerons syst¢éme dynamique tout quadruplet (X,B,u,T) ou X
désigne un ensemble, B une o-algebre sur X, p une mesure probabiliste sur
cette algébre et T une application de X dans lui-méme conservant la mesure u
(c’est-a-dire que pour tout ensemble mesurable A, u(T'A) = u(A)).

DEerINITION I Nous appellerons ensemble de Poincaré tout sous-ensemble P
de N* tel que étant donnés un systéme dynamique (X, B, u, T) et un ensemble
mesurable A de mesure non nulle:

ImeP w(T"ANA)>O.

Pour tout sous-ensemble S de N*, nous désignerons par S-S I'ensemble des
nombres de la forme a-b avec a €S, b €S, a# b. Nous appellerons densité
d’un sous-ensemble S de N la limite, lorsqu’elle existe:

d(S)= m%,—*{b €5,b <N}

" Au cours de Pan passé P. Liardet, J. F. Méla et Y. Katznelson ont, de fagon indépendante,
redemontré le Théoréme I; J. F. Méla et P. Liardet en sont venus 4 penser que la conjecture de
Rusza est fausse.
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ou *A désigne le cardinal d’'un ensemble A. Nous appellerons densité
supérieure de S

-1
d($)=1im 5 "{b €S,b<N}.

Nous appellerons densité supérieure de Banach le nombre

“SNI)

BD(S) = Jim =7

ou la limite supérieure est prise sur I’ensemble des intervalles I de N.

DEFIniTION 1I.  Nous appellerons ensemble intersectif tout sous-ensemble H
de N* vérifiant les conditions équivalentes qui suivent:
(1) pour tout sous-ensemble S de densité strictement positive, alors

HN(S-9)#2.
(2) pour tout sous-ensemble S de densité supérieure strictement positive
HN(S-8)#Q.

(3) pour tout sous-ensemble S de densité supérieure de Banach strictement
positive:

HN(S—-S)#.

On trouvera dans Rusza [7] et Fiirstenberg [4] la preuve que ces conditions
sont équivalentes; on trouvera dans Kamae-Mendés France [5] et Rusza [8] la
preuve que les conditions qui suivent sont aussi équivalentes:

DerniTion III. Nous appellerons ensemble de van der Corput tout sous-
ensemble H de N* vérifiant les conditions équivalentes qui suivent:
(1) Pour toute mesure positive v sur [0,27] si

2m
VkeH j cos kxdv(x}) =0,
(]

alors v est continue en 0.
(2) Pour toute mesure v positive sur [0,27] si

2

VkEH y,‘=f " e ™ dy(x)=0

[¢]

alors v est continue en 0.
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(3) Si pour tout h € H la suite v, = (Uy,+s — Un )n=0 €St équirépartie modulo un
alors la suite (u,),zo ’est aussi.

(4) Ve >0 AP(x) = Zhcnum G- COs hx, ol a, € R tel que
P{0)=1, a,= g,
Vx ER, P(x)z0.

Les réflexions qui suivent ont été inspirées par I'article de Mendés France et
Kamae [5] et par 'ouvrage de Fiirstenberg [4]; leur langage commun nous a
frappé: ce n’était pas la méme soupe, mais c’était le méme assaisonnement et il
nous a semblé raisonnable de conjecturer que les ensembles de Poincaré et ceux
de van der Corput sont exactement les mémes.

Rusza de son c6té a conjecturé que les ensembles de van der Corput et les
ensembles intersectifs étaient les mémes ensembles.

Nous ne nous sommes tirés d’aucune de ces conjectures mais nous sommes en
mesure de prouver le résultat bitard que voici:

THEOREME 1. Soit H un sous-ensemble de N; les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) H est un ensemble de Poincaré,

(2) H est un ensemble intersectif.

On trouvera dans [4] la preuve que (1) = (2). Montrons que (2) = (1):

LEMME 1. Soit (X, B, u, T) un systéme dynamique, et soit A un sous-ensemble
mesurable de X. Alors I’ensemble

C={x;3nme€ZLx1Z}, xXET'ANT"A e u(T"ANT"A)=0
est un ensemble T invariant de mesure nulle.

C’est en effet la réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle et il est
clair qu’il est T-invariant.

LemME 2. Soit (X, B,u, T) un systéme dynamique, et soit A un ensemble de
mesure non nulle.

Soit D I’ensemble des éléments x de A tels qu’il existe une suite (j;)izo
d’éléments de A et une suite (n;)izo croissants d’entiers de densité supérieure
strictement positive telle que

x =T"(j).

Alors D est de mesure non nulle.
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D’aprés le théoréme de récurrence de Khintchine [6], il existe une suite m; de
densité positive d telle que pour tout i:

2
;L(T"'"‘AﬂA)éL‘ﬂzé)l.

Soit f, la fonction qui vaut 1 si x appartient 8 T™"A N A, ou 0 sinon. Alors
pour tout n appartenant 3 M ={m;;i =0}

[ 2wy
et donc:
im S fdn = Jmcary.
Soit V ={x;limy_.(1/N)Z f.(x) = 0}. Montrons que

p(V)<1.

Sinon, par convergence dominée:

1 1
N Z, =5 3], s

mENJ X

1 1 _
hm.I_V-IV fnd“' _jv ,IJLILNand"L =0

Nox

et donc

.1 _
lim 2 | fdu =0

n<NJX

ce qui contredit le théoréme de Khintchine.
L’ensemble D est égal a X — V car

— 1
xEX- V@L;_r!l—ﬁ";f,,(x)>0

Nox

& Iiml—l]-’“{n =EN;xET"ANA}>0
&xeD
et la mesure de D est donc positive.

LemME 3. Soient H un ensemble intersectif, (X, B, u, T) un systéme dynami-
que, T une transformation inversible, A un ensemble de mesure non nulle.
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Alors
dneH w(TT"ANA)Y>O0.

Soit D comme au lemme 2 et soit C défini comme au lemme 1.

Soit x appartenant & D mais pas & C (x existe car C est de mesure nulle
contrairement a D).

Soient (n;),z0 €t (2;)izo définis comme au lemme 2 en fonction de x.
La suite (n;).=0 étant de densité strictement positive, et I'ensemble M étant
intersectif.
3i,j n—-mEH
x =T (z;)=T"(z).
T étant inversible
z; =T" "z,
Comme z; et z; sont dans A, T A N A est non vide; il contient z;; z
n’appartient pas plus que x a C car C est T-invariant et donc
p(T"ANAY>0,
n =n; —n; contientdonc0.

La preuve du théoréme s’achéve en étendant le lemme 3 au cas ou T n’est pas
inversible selon la technique standard.

REMARQUE. La classe des ensembles de la forme B-B ou B est un
sous-ensemble de N de densité supérieure de Banach positive (resp. de densité
positive, ou de densité supérieure positive) ne posséde pas la propriété de
Ramsey (on dit qu’une classe S de sous-ensembles de N posseéde la propriété de
Ramsey si

S, US,E S > S, ou §, contient un élément de S).
(La classe des ensembles de la forme B-B sans condition sur B par exemple
posséde cette propriété [4].)
En effet, si la classe S posséde la propriété de Ramsey, la classe S* des

ensembles qui recoupent tous les ensembles de la classe S posséde la propriété
suivante:

$,5,ES*=>S NS, €S

Si S est la classe des ensembles de la forme B-B ou B est de densité positive,
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S* est alors la classe des ensembles de Poincaré d’aprés le théoréme 1 et les
ensembles

H,={n*:n €N}, H,={2n’;n €N}

sont d’intersection vide et sont des ensembles de Poincaré [4].

§2. Ensembles de van der Corput

Rusza a prouvé 8] que les ensembles de van der Corput sont des ensembles
intersectifs; ils sont donc des ensembles de Poincaré d’aprés le théoréme 1.
Donnons une preuve “ergodique’ de ce résultat, basée sur le lemme suivant:

Lemme de récurrence de Khintchine

LEMME 4. Soit (X, B,u, T) un systéme dynamique. Alors pour tout ensemble
mesurable A la suite

(Yadzo = ((TT"A D A))zo

est une suite définie positive et posséde une moyenne
lim S w(T™A N A)Z[u(A).

La suite (y,).20 est définie positive car si ay,...,a, sont des nombres
complexes:

Y ady, = > adu(T9 AN A)= D adau(TANT7A).

ij=0 ij=0 ij=0

Notons y. la fonction caractéristique d’'un ensemble E:

S agm =J (S axr A)(g ax s A) dp = 0.

ij=0 i=0

Par conséquent cette suite posséde une moyenne limy_... (1/N)Z, < v., et il est
classique que cette moyenne est supérieure ou égale a (u(A)y.

Il est donc immeédiat que les ensembles de van der Corput sont des ensembles
de Poincaré: étant donné un ensemble mesurable B de mesure non nulle d’un
systéeme dynamique (X, B, u, T), la suite (¥, ).=q associée est la transformée de
Fourier d’une mesure positive v sur [0,27] et si les v, s’annulent sur H, d’aprés
la définition 3, u est continue en 0 et donc la moyenne de (y, ).z, est nulle, ce qui
est impossible (on trouvera dans Bass [1] toutes précisions sur les suites définies
positives et leurs moyennes).
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Nous aurions souhaité montrer que lorsque les coefficients de Fourier d’une
mesure tendent vers 0 lorsque n tend vers P'infini en restant dans un ensemble de
van der Corput, alors la mesure est continue. Nous n’y sommes pas parvenus
mais:

THEOREME 1. Soit H un ensemble de van der Corput.
(1) Soit v une mesure sur [0,27]) telle que:

Ja =0 z a<oo

k€H

2w

f cos kxdv(x)
0

ou encore
<

>

keEH

f( '2, e ™ dv(x)

alors la mesure v est continue sur [0,27].
(2) Soit (X, B, u, T) un systéme dynamique, A un ensemble mesurable tel que

Jaz0 D [p(T*ANA) <w
keH

alors p(A)=0.
(3) Soit (U, )n=o une suite réelle telle que pour tout entier p il existe a = 0 tel que

> |tim 1—11- 2 expQimp (U, — 4,))| <.
n=N

ke | N—=
Alors la suite (u,).=o est équirépartie modulo un.
La démonstration s’inspire directement de Kamae et Mendés France [5] et

Rusza [8].
Soit H un ensemble de van der Corput; montrons que

>

keH

2
< = p est continue sur [0,2].

2m
f cos kxdv(x)

Soit P(x)= ay/V2+ Zcnay cos kx un polyndme trigonométrique vérifiant
P0)=1, P(x)z0, a,<e¢

dont il est fait état dans la définition III.
D’aprés un théoréme de Fejer, il existe g(x) = 3z bae™ tel que

P(x) = g(x)g(x).
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Ainsi
au/\/_ = 2 ” b, ”2
mz=0

et:

2o( 3 fal)=[ " PP

ke HUL}

ol dx désigne la mesure de Lebesgue sur [0,1],

20 ( 5 Nk )= [ @@reoa

ke HUlo}
2w 2w
= V| sy | s

= 2 b I = .

Comme P(x) est toujours positif, si nous posons [, = [*" cos kxdv(x):

0=y} = f " Pdy = a/V2+ X ads

) keH

=\ S Jaly S Lk
ke Hu{u} ke HU{0}

2

éaoz .

keH

f " cos kxdv(x)

Comme a, peut étre pris arbitrairement petit, u(0) est nul.
Si v avait une masse au point ¢ # 0, la mesure translatée »,(x)=v,(x —c) en
aurait une en 0 ainsi que la mesure

vfx)=3[vi(x)+ v,(2m — x)], x €[0,27].

27 27
j cos kxdv,(x) = jcos kc - I cos kxdv(x)

et d’aprées ce qui précede v, n’a pas de masse en 0, donc v n’a pas de masse en c.
Passons au cas ou « n’est plus égal a 2.
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Si a =2 et X|fcoskxdv(x)|® converge, alors Z|fcoskxdv(x)|* converge
aussi, d’ou le résultat.

Si a est supérieur ou égal a 2, il existe m tel que a =2m et:

2

Supposons, quitte a changer v en ¥(v(x)+ v(27 — x)) que [3"sin kxdv(x) = 0;
alors si » a une masse en 0 la mesure v,, = v X v X v X .- X v (m fois) a aussi
une masse et

Lh (cos kxdv(x))z"" <,

2n 2w
I cos kxdv,, (x) = f (cos kxdv(x))™
0 0
ainsi
2
I (cos kxdv,x ) <
0

et donc v, n’a pas de masse, donc v non plus.
La preuve se ferait de méme en considérant [;"e ***dv(x) au lieu de
o cos kxdv(x).
La seconde proposition est immédiate au vu du lemme 4.
Prouvons la troisiéme. Soit (u,),=o une suite réelle; fixons un entier p et
posons

y. = exp(Rimpu, ).

Supposons qu'il existe a = a(p) tel que

2

keH

l!lim_l—zynﬂc'yn <®

-3

kEK

.1 .
'lvl_t!lﬁ i expimp (Uy i — U, ))

et soit F un sous-ensemble infini de N tel que pour tout k € N la limite suivante
existe:

llm'l— Yu+i¥n = Vi

Ner N =
La suite (¥ )«zo €st une suite définie positive (car c’est une corrélation) et est
donc la transformée de Fourier d’'une mesure sans masse en 0 d’apres 1. Or la

masse en 0 est égale ([1]) 2 la moyenne de (7, ).z0 qui est aussi égale ([1]) au carré
de la moyenne de (¥, ).=o0; ainsi:

.1 T . _
Lx_rg N > Yo = g_g.; N’;:,Nexp(Zmpu,.) =0.

n<N
NEF
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Ceci étant vrai pour tout p, la suite (i, ),z est équirépartie modulo un d’aprés
le critére de Weyl.

§3. Quelques exemples cités par Kamae et Mendés France ou Pon peut en dire
davantage

THEOREME 3. (A) Nous dirons qu’un sous-ensemble H de N posséde la
propriété A s’il existe un sous-ensemble infini I tel que H contienne

I-i={p—-q;p>q;pq €I}

(B) Nous dirons qu’un sous-ensemble H de N posséde la propriété B si pour tout
k €N, HN kZ contient un sous-ensemble infini B, = (b}bs- - ) tel que la suite
(bx)azo soit équirépartie modulo un pour tout x irrationnel.

Soit H un ensemble possédant la propriété A ou B; alors

(1) Pour toute mesure positive v sur [0,2m], de série de Fourier (¥,)ncz

lin}l v, = 0> v est une mesure continue,
ne

n—sx

27
lim f cos kxdv(x) = 0= v est une mesure continue
keH’0

k—a

et de facon plus précise pour toute mesure v sur [0,27]:

2n
v({0}) = lim f cos kxdv(x),
keHJO

k—ox

et

v({0}) = lim y,.

h—sx

(2) Soit (u,).=o une suite réelle telle que pour tout entier p:

— 1
!(1_12 (b_rgl—v-; exp2imp (Up.i — U, )] ) =0

kEH

alors la suite (u,).=0 est équirépartie modulo un.

(3) Soit (X,B,u,T) un systétme dynamique, soit A un ensemble mesurable;
alors

Ve>0 3In€H w(TT"ANA)Z[w(A)-=
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Un exemple d’ensemble vérifiant B est
{p*p EN*}
et plus généralement

{Q(p);p EN*}

ou Q(X) est un polynéme a coefficients entiers tel que Q(0)=0.

Les suites “a distributions homogenes” ([3]) vérifient également B (on dit
qu’une suite (n, )z, est 2 distribution homogéne si pour tout x non nul la suite
(nx);z0 est équirépartie modulo un).

Montrons que A > 1.

Soit J ={j,,j,...} un ensemble inclus dans I tel que j,../j, > 3.

Alors H contient (J—J)*={p—q; p>q, p,q €J}, et chaque élément de
J — J est obtenu d’une seule fagon comme la différence de deux éléments de J.

Considérons, suivant Mendes France et Kamae, le polyndme trigonométrique

fn(x)= }_\1]7 (n;; eii.x)( 4;]\, eii,x)

Le polynome trigonométrique fy(x) prend des valeurs positives pour tout x; sa
partie réelle

1,2 .

=+ cos(ji — ji)x

N NZ i,%l (]l .’k)

jx€J
N>I>k

prend donc des valeurs positives et vaut 1 lorsque x = 0; donc étant donné une
mesure v sur [0,27]:

viop= | fuednta)

1 2 ..
= N+VNZ kcos(], —ji)xdv(x)

>1>

27 2 ) 1
e +_
[hES(?—pI)‘ I() cos thV jl (N>2>k N2 N

2

T
sup cos hxdv(x)
heyg-J)*Jo

A

A
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et comme J est simplement un sous-ensemble de I suffisamment lacunaire:

>

v{0} = lim supf cos hxdv(x)

(]

et ¥{0} = 0 lorsque cette limite est nulle.

Nous procéderions de méme pour les (¥ )i zo-

Nous montrerions que A =2 comme au théoréme 2, compte tenu de la
remarque ci-dessus sur fy(x).

Nous montrerions de méme que si H vérifie ia propriété (A), alors si A est un
ensemble mesurable d’un systéme dynamique (X, B, u, T) d’aprés le lemme 4 la
suite (¥, )nzo= (T "A N A) est la transformée de Fourier d'une mesure v sur
[0,27] vérifiant v{0} = [ (A)} et d’apres (1)

[v(A)f =lim y,

heH
g[ﬁu(rm N A).
kgH

Montrons maintenant que B => 1. Suivons toujours la démonstration de Kamae
et Mendés France; étant donné une mesure v sur [0,2], choisissons un entier k

tel que:
2n(p/g)EQNL.27) ({ '

q ne divise pas k

Soit B, =(btbi---)CHNKZ une suite telle que la suite (b,x),-, soit
équirépartie modulo un pour tout x irrationnel; soit

ibx

e .

Mz

fu(x) =%

i=

Lorsque x est irrationnel

lim fu () =0.

Lorsque x est rationnel et se met sous la forme p/k, fu(x)=1 pour tout N.
Lorsque x est rationnel et ne se met pas sous la forme p/k, 1= f(x)= - 1.

Par convergence dominée, les coefficients de Fourier (,),= de la mesure v
vérifient:
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. 1
v({x}) - v{x)=lim—=(y, + -+
xezﬂz(pfk) (xh) x=2"2(p;q) {xh s N('Yb. 'Yb,,)
x€j0.27] x€[0,27)

q ne divise pas k

— 1
slmgOn+o+m)s 2 vleh+ X vl

x€2m{pik) x=2mw{plq)
x€[0.27] xE[027m]
¢ ne divise pas k

Comme

> wix}

x=2n(p/q}
x€[0.27]
q nedivise pas k

est majoré en valeur absolue par ¢ nous obtenons
J—— \
v{0} = !(1_12 (Hﬂﬁ(%} +--F Yb',:,))

= !.im Yh-

heH

On passe a [ cos kxdv(x) selon le procédé standard, ainsi qu’au cas des sauts
situés hors de I'origine.

Les propositions 2 et 3 se déduisent immédiatement de 1.

D’une fagon analogue (on trouvera dans Bass, Se partie, le type de
démonstration 2 mettre en oeuvre) nous pourrions prouver dans le cas (B):

CoMPLEMENT AU THEOREME 3. Etant donné un ensemble H vérifiant
I’hypothése (B), une mesure v sur [0,2m], et sa série de Fourier (¥,)n=u

2 v({m})=lim ,imi_m:;im)
(pIEON0.1} q N

k—sx N—ce

et plus généralement:

> v([x +2—7m})=lim lim — (i exp(ib,‘-‘x)‘y,,@).
(plq)EON[0.1] q N i

k—vo0 N—>o0 ey

On peut également obtenir des indications sur la somme des carrés des sauts
de v.

Si H est un ensemble & distribution homogéne, nous obtenons plus simple-
ment:

v (0h = lim & 2%
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§4. Application a la suite (x0"),=,

THEOREME 4. Soient a et r des entiers positifs ; soit 0 un nombre réel supérieur a
1 vérifiant

0" =af" +1,
0" =a0’ -1,
ou encore
6=Va.

Si la suite {x0"},-, est répartie modulo un selon une mesure dont les coefficients de
Fourier tendent vers 0, alors elle est équirépartie modulo un (c’est le cas en
particulier si la mesure de répartition est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue).

Les bases 8 ainsi définies se comportent, sous cet aspect, comme des bases
entiéres.

Soit 4, = (x(Va)")uzo
Unin — Uy = x(a* —1)(Va)"

Soit » la mesure de répartition de la suite (4, ),=0 (Ou 2 défaut une mesure
associée a cette suite), ce qui veut dire qu’il existe un sous-ensembile infini F de N
tel que pour toute fonction e™*
fim D e = f' e™dy(x).

N— 0

NEF n<N

La somme

.1 z ; _ .1 2 i (ah -
U;.‘m = llm eme(u"H” un) _ hm eanm(a Du,

N—o n<N N"’“"Nn<N

NEeF NEF

est donc égale 2 v,

Si nous fixons m, la limite de v, . est nulle lorsque h tend vers I'infini; d’aprés
le théoréme 3, la suite (4, ).=0 est équirépartic modulo un.

Soit maintenant 6% = a8’ +1. Nous savons que la suite (x0"),., est
équirépartic modulo un si et seulement si la suite ((8* — 1)x8"),., P'est ([2]).

Soit ¥ une mesure associée a la suite (x0"),.,, dont les coefficients de Fourier
tendent vers zéro lorsque n tend vers P'infini.
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Soit u, = x(6* —1)6"
e = hy = X8 (8% — 67— (8% — 1))

- xon . 02pr+21( 02pr+2r + 0234—2,— (02P 2r + 023 5 ) )

D’aprés les formules de Newton

m(p) 027+2p +

, 1
02r+2p (ozp 2 + 02p—-2!)

est un entier qui tend vers I'infini avec p (en effet > a pour conjugué 1/6*). Les

répartitions des suites (m(p).x6". 0°**), ., et (m(p)x6"),=o sont les mémes.
Pour tout entier k fixé:

lim | lim — 2 g 2imkxenmip)
ARINDLN &,

= lim ¥ =0
et d’aprés le théoréme 3, (U, ).z0 €5t équirépartie modulo un, donc (x8" ), o aussi.
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