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ABSTRACT 

We show that the intersective set and the set of Poincar~ are equal and we apply 
this fact to the repartition modulo 1 of a certain sequence of type (xO"),~o. 

§1. Les ensembles intersectifs sont les ensembles de Poincar~ 

Nous  a p p e l l e r o n s  syst~me d y n a m i q u e  tout  q u a d r u p l e t  ( X , B ,  Ix, T )  ofJ X 

d6signe un ensemble ,  B une t r -a lg~bre  sur X, /z une mesure  p robab i l i s t e  sur  

ce t te  a lg~bre  et  T u n e  app l i ca t ion  de  X dans  lu i -m6me conse rvan t  la mesure  

(c 'es t -h-d i re  que  pou r  tout  ensemble  mesu rab l e  A ,  / x ( T - t A )  = / x ( A ) ) .  

DI~FINITION I. Nous  a p p e l l e r o n s  ensemble  de Poincar~ tout  sous - ensemble  P 

de  N* tel  que  6tant  donn6s  un syst~me d y n a m i q u e  (X ,B , t~ ,  T )  et un e n s e m b l e  

m e s u r a b l e  A de  mesure  non nulle:  

3 m E P  I . L ( T - r ~ A A A ) > O .  

P o u r  tou t  sous - ensemble  S de  N*, nous  d6s ignerons  pa r  S - S  l ' e n s e m b l e  des  

n o m b r e s  de la f o r m e  a - b  avec  a ~ S, b E S, a # b. Nous  a p p e l l e r o n s  densi t6  

d ' u n  sous - ensemble  S de  N la l imite ,  lo r squ 'e l l e  exis te:  

d(S) = e S, b < 

' Au cours de I'an pass6 P. Liardet, J. F. M61a et Y. Katznelson ont, de fa~on ind6pendante, 
redemontr6 le Th6or6me I; J. F. M6la et P. Liardet en sont venus ~ penser que la conjecture de 
Rusza est fausse. 
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O/l *A d6signe le cardinal d 'un ensemble A. Nous appellerons densit6 

sup6rieure de S 

- - 1  
d(S)  = l i m - ~ ' { b  E S, b < N}. 

Nous appellerons densit6 sup6rieure de Banach le nombre 

*(S n I) 
BD(S) = J~rn *I 

o/J la limite sup6rieure est prise sur I'ensemble des intervalles I de N. 

DEFINmON II. Nous appellerons ensemble intersectif tout sous-ensemble H 

de N* v6rifiant les conditions 6quivalentes qui suivent: 

(1) pour tout sous-ensemble S de densit6 strictement positive, alors 

H n ( s - s ) # o .  

(2) pour tout sous-ensemble S de densit6 sup6rieure strictement positive 

H A ( S - S ) # O .  

(3) pour tout sous-ensemble S de densit6 sup6rieure de Banach strictement 

positive: 

H A ( S - S ) # ~ 5 .  

On trouvera dans Rusza [7] et Ffirstenberg [4] la preuve que ces conditions 

sont 6quivalentes; on trouvera dans Kamae-Mend~s France [5] et Rusza [8] la 
preuve que les conditions qui suivent sont aussi 6quivalentes: 

DEFINITION III. Nous appellerons ensemble de van der Corput tout sous- 

ensemble H de N* v6rifiant les conditions 6quivalentes qui suivent: 
(1) Pour toute mesure positive v sur [0,27r] si 

Yk E H cos kxdv(x )  = O, 
I 

alors v e s t  continue en 0. 

(2) Pour toute mesure v positive sur [0,2w] si 

f,2  Vk E H yk = e-i"Xdv(x) = 0 

alors v est continue en 0. 
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(3) Si pour tout h E H la suite On = (Un+h -- UM)n~,, est 6quir6partie modulo un 

alors la suite (u,)n__-,, i'est aussi. 

(4) Ve > 0  3P(x)=Eh~nu~o~an cos hx, o~ ah ~ R  tel que 

P(0) = 1, a,, = e, 

Vx ~ R ,  P(x )>O.  

Les r6flexions qui suivent ont 6t6 inspir6es par I'article de MendSs France et 

Kamae [5] et par l 'ouvrage de Fiirstenberg [4]; leur langage commun nous a 

frapp6: ce n'6tait pas la m6me soupe, mais c'6tait le m6me assaisonnement et il 

nous a sembl6 raisonnable de conjecturer que les ensembles de Poincar6 et ceux 

de van der Corput sont exactement les m6mes. 

Rusza de son c6t6 a conjectur6 que ies ensembles de van der Corput et les 

ensembles intersectifs 6taient les m6mes ensembles. 

Nous ne nous sommes tir6s d'aucune de ces conjectures mais nous sommes en 

mesure de prouver le r6suitat bfitard que voici: 

THr~OR~ME 1. Soit H u n  sous-ensemble de N; les conditions suivantes sont 

~quivalentes : 

(1) H est un ensemble de Poincar~; 

(2) H est un ensemble intersectif. 

On trouvera dans [4] la preuve que (1) ~ (2). Montrons que (2) ::), (1): 

LEMME 1. Soit ( X, B, I~, T)  un syst~me dynamique, et soit A un sous-ensemble 

mesurable de X. Alors l'ensemble 

C = { x ; 3 n ,  m E Z x Z } ,  x E T ' A N T " A  et t z ( T " A N T " A ) = O  

est un ensemble T invariant de mesure nulle. 

C'est en ettet la r6union d6nombrable d'ensembles de mesure nuile et il est 

clair qu'il est T-invariant. 

LEMME 2. $oit (X, B, #, T)  un syst~me dynamique, et soit A un ensemble de 

mesure non nulle. 

Soit D l'ensemble des ~l~ments x de A tels qu'i l  existe une suite (j~)~.-,, 

d'~l~ments de A et une suite (n~)~-o croissants d'entiers de densit~ sup~rieure 

strictement positive telle que 

x = r n ,  q , ) .  

Alors D est de mesure non nulle. 
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D'apr~s le th6or~me de r6currence de Khintchine [6], il existe une suite m~ de 

densit6 positive d telle que pour tout i: 

I.~(T-m'A I-I A)_--- > (/~(A))2 
2 

Soit  f .  la fonction qui vaut 1 s i x  appartient ~ T-"A  A A,  ou 0 sinon. Alors 

pour tout n appartenant ~ M = {m~; i _-> 0} 

fx  f. >= ½(!~ (A ))2 

et donc: 

Soit V = {x ; limN_. ( l /N)  Y- f. (x) = 0}. Montrons que 

Sinon, par convergence domin6e: 

et done 

lira 1 ~, f f, d l ,~ -0  
N ~  1~ n < N J x  

ce qui contredit le th~or~me de Khintchine. 

L'ensemble D est ~gal h X -  V car 

- - 1  
x ~ X - V¢:~ lim -¢-; ~'. f . ( x )  > 0  

¢::~/ira l ' { n  -< N ; x  E T-"A  N A } > 0  

¢:~ x E D 

et la mesure de D est donc positive. 

LEMME 3. Soient H u n  ensemble intersectif, (X, B, It, T) un syst~me dynami-  
que, T u n e  transformation inversible, A un ensemble de mesure non nulle. 
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Alors 

3 n E H  t z ( T - n A M A ) > O .  

Soit D comme au lemme 2 et soit C d6fini comme au lemme 1. 

Soit x appartenant /t D mais pas /~ C (x existe car C est de mesure nulle 

contrairement ~ D).  

Soient (n,).~, et (z~)i~. d6finis comme au lemme 2 en fonction de x. 

La suite (n~).__-, 6tant de densit6 strictement positive, et I 'ensemble M 6tant 

intersectif. 

T 6tant inversible 

3i, j ni - nj E H 

x = T" , ( z , )=  T",(zj).  

zj = T",-nJzi. 

Comme zi el zj sont dans A, T-(",-"?A f3 A est non vide; il contient z~; z~ 

n'appartient pas plus que x ~ C car C est T-invariant el donc 

I~(T-(n,-"?A N A)>0, 

n =nj-n~ contientdonc0. 

La preuve du th~}or~me s'ach~ve en 6tendant le lemme 3 au cas o~ T n'est pas 

inversible selon la technique standard. 

REMARQUE. La classe des ensembles de la forme B-B ou B est un 

sous-ensemble de N de densit~ sup~rieure de Banach positive (resp. de densit~ 

positive, ou de densitY, sup6rieure positive) ne poss~de pas la propri6t~, de 

Ramsey (on dit qu'une classe S de sous-ensembles de N poss~de la propri~t~ de 

Ramsey si 

S, O $2 • S ~ S, ou $2 contient un 61~ment de S). 

(La classe des ensembles de la forme B - B  sans condition sur B par exemple 

poss~de cette propri6t6 [4].) 

En effet, si la classe S poss~de ia propri6t6 de Ramsey, la classe S* des 

ensembles qui recoupent tousles  ensembles de la classe S poss~de la propri6t6 

suivante: 

S,$2 E S* ~ S, M $2 ~ S*.  

Si S est la classe des ensembles de la forme B - B  ou B est de densit6 positive, 
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S* est aiors la classe des ensembles de Poincar6 d'apr~s le th6or~me 1 et les 

ensembles 

H~ = {n-'; n E N}, H2 = {2n2; n E N} 

sont d'intersection vide et sont des ensembles de Poincar6 [4]. 

§2. Ensembles de van der Corput 

Rusza a prouv6 18] que les ensembles de van der Corput sont des ensembles 

intersectifs; ils sont donc des ensembles de Poincar6 d'apr6s le th6or6me 1. 

Donnons une preuve "ergodique"  de ce r6sultat, bas6e sur le lemme suivant: 

Lemme de rgcurrence de Khintchine 

LEMME 4. Soit (X, B, IX, T) un syst~me dynamique. Alors pour tout ensemble 
mesurable A la suite 

(y.).__.~ = (IX(T-"A £1 A)).__.,, 

est une suite d~finie positive et poss~de une moyenne 

lim 1 ~, IX(T-"A tq A )>= [IX(a)y.  
n < N  

(Y.).~o est d6finie positive car si ao . . . . .  a.  sont des nombres La suite 

complexes: 

~. a,aiy,-, = ~. a,~dz(T-O-°A hA): ~ a,a~IX(T-'A N T-'A).  
i . j  = o  i . j  = o  i . j  = o  

Notons Xe la fonction caract~ristique d'un ensemble E :  

i . j  = 0  i = 0  / 

Par cons6quent cetle suite poss~de une moyenne limN_~(I/N)E._~Ny., et il est 

classique que cette moyenne est sup6rieure ou 6gale h ( p ( A ) )  2. 

Ii est donc imm6diat que les ensembles de van der Corput sont des ensembles 

de Poincar6: 6tant donn6 un ensemble mesurable B de mesure non nulle d'un 

syst~me dynamique (X,B, IX, T), la suite (Y.).~o associ6e est la transform6e de 

Fourier d 'une mesure positive v sur [0,2Ir] et si les Yn s'annulent sur H, d'apr~s 

la d6finition 3, IX est continue en 0 et donc la moyenne de (1'.).-_-o est nulle, ce qui 

est impossible (on trouvera dans Bass [1] toutes pr6cisions sur les suites d6finies 

positives et leurs moyennes). 
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Nous aurions souhait6 montrer  que lorsque les coefficients de Fourier d 'une 

mesure tendent vers 0 lorsque n tend vers i'infini en restant dans un ensemble de 

van der Corput, aiors la mesure est continue. Nous n'y sommes pas parvenus 

mais: 

THI~ORI~ME II. Soit H u n  ensemble de van der Corput. 

(1) Soit v u n e  mesure sur [0,2~r] telle que: 

OU encore 

::lot = > 0  c o s  kxdv(x) < 
k E H  

k~Ul f,,2~ e-in'dv(x ) l a < ~ 

alors la mesure v est continue sur [0,27r]. 

(2) Soit ( X, B, I~, T)  un syst~me dynamique, A un ensemble mesurable tel que 

3tr>=O ~. [ t t (T-~a  tqa)]~ < ~  
k E H  

alors g ( A ) = O. 

(3) Soit ( u, ), .=o une suite r~elle telle que pour tout entier p il existea >= 0 tel que 

2 lim z-; ~'- - ~. exp(2i~'p(u.÷k 1 u.)) < 
k E H  [ N ~  ]~l n < N  

Alors la suite (u.),.=o est dquirdpartie modulo un. 

La d6monstration s'inspire directement de Kamae et Mend6s France [5] et 

Rusza [8]. 

Soit H u n  ensemble de van der Corput;  montrons  que 

cos kxdv(x  < ~ ~ ves t  continue sur [0,2~r]. 

Soit P(x ) = aoIV2 + 2k~H ak cos kx un polyn6me trigonom6trique v~rifiant 

P ( 0 ) = I ,  P ( x ) = 0 ,  a,, 

dont il est fait 6tat dans la d~finition III. 

D'apr~s un th6or~me de Fejer, il existe g ( x ) =  Y,,.=obme ~'~ tel que 

Pfx ) = g(x  )g(x ). 
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Ainsi 

et: 

a,,/',,/2= ~'. lib= I1-" 

2zr ~] lta~ II 2 = P(x)P(x)dx 
kEHU{0} ! 

of~ dx d6signe la mesure  de Lebesgue  sur [0,1], 

2"tr( ~ Ilakll 2 ) =  f2'~(g~,)2(x)dx 
kEHU{O} | 

2~ i ~ 

--< ~ It b.  I1== a,,. 

C o m m e  P(x) est tou jours  positif, si nous posons  lk = f2~ cos kxdv(x): 

0 -- v({O}) _-< Pdv = ao/V~ + aklk 
J k E H  

t / 

k EHU{O}  kEHU{O} 

<-_ a,, ~, cos kxdv(x ) 
k E H  ) 

C o m m e  ao peut  6tre pris a rb i t r a i r ement  petit ,  p,(0) est nul. 

Si t, avait  une masse  au point  c #  0, la mesure  t ranslat6e v,(x) = v~(x - c) en 

aurai t  une en 0 ainsi que la mesure  

v2(x)=½[v,(x)+ v , ( 2 ~ " - x ) ] ,  x ~ [0,2rr].  

Or  

f(2~" f(2~r 
cos kxdv2(x) = ~cos kc" cos kxdv(x) ) ) 

et d 'apr~s  ce qui pr6cbde vz n 'a  pas de masse  en 0, donc  v n ' a  pas de masse  en c. 

Passons au cas oh a n 'es t  plus 6gal h 2. 
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Si a -<_ 2 et E l f  cos kxdv(x)l" converge ,  alors ~lfcos kxdu(x)l ~ converge  

aussi, d 'o/ l  le r6sultat.  

Si a est sup6rieur  ou 6gal h 2, il existe m tel que a =<2m et: 

 pf0 (cos kxdv(x ))2" [ < 

Supposons ,  quit te ~t changer  v e n  ½(v(x)+ v(21r - x))  que fo2"sin kxdv(x) = O; 

alors si v a une masse  en 0 la mesure  v,. = v × v × v x . . .  × v (m fois) a aussi 

une masse  et 

ainsi 

fo 2" cos kxdvm (x)  = ~!z, (cos kxdu (x))m 

ff " (cos kxdv,,x): < O0 

et donc  v,. n ' a  pas de masse ,  donc  v non plus. 

La p reuve  se ferait  de m 6 m e  en consid6rant  fZo~e-2~kXdv(x) au lieu de 

f~"cos kxdv(x ). 
La seconde  propos i t ion  est imm6dia te  au vu du l e m m e  4. 

P rouvons  ia troisi~me. Soit (u.).=>o une suite r6elle; fixons un ent ier  p e t  

posons  

y. = exp(2i~'pu.). 

Supposons  qu' i l  existe a = a ( p )  tel que 

et soit F u n  sous -ensemble  infini de N tel que pou r  tout  k E N la limite suivante  

existe: 

lira 1 ~ yn+k)Tn = Tk. 
N E F I ~ I  nffil  

La suite (yk)~_->o est une suite d6finie posit ive (car c 'es t  une corr61ation) et est 

donc  la t r ans fo rm6e  de Four ie r  d ' une  mesure  sans masse  en 0 d ' ap r6s  1. O r  la 

masse  en 0 est 6gale ([1]) h la m o y e n n e  de (y . ) .~o qui est aussi 6gale ([1]) au carr6 

de la m o y e n n e  de (Y.).=>o; ainsi: 

1 1 
lim ~ ~] y. = lim 77, ~ exp(2ilrpu.) = O. 
N ~  1~1 n < N  N ~  1~  m < N  
N E F  N E F  
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Ceci 6tant vrai pour tout p, la suite (u.).~-o est 6quir6partie modulo un d'apr/~s 
le crit6re de Weyl. 

§3. Quelques exemples cit6s par Kamae et Mend~s France 06 l'on peut en dire 

davantage 

THt~ORI~ME 3. (A) NOUS dirons qu 'un  sous-ensemble H de N possdde la 

propri#t# A s' i l  existe un sous-ensemble infini I tel que H contienne 

I - I  = { p - q ; p  > q;p ,q  E l } .  

(B) Nous dirons qu ' un sous-ensemble H de N poss~de la propri6t~ B si pour tout 

k E N, H N k Z  contient un sous-ensemble infini Bk k k = ( b ~ b : . . . )  te lque la suite 

(b~x).~o soit ~quir~partie modulo un pour tout x irrationnel. 

Soit H un ensemble possddant la propridtd A ou B;  alors 

(1) Pour route mesure positive v sur [0,2Ir], de sdrie de Fourier (%).~z 

lim ),. = 0 ~ vest  une mesure continue, 
n e l l  

~ 2 ~  

lim cos kxdv (x  ) = 0 ~ vest  une mesure continue 
k E H J O  
k ~  

et de fa~on plus prdcise pour toute mesure v sur [0,2zr]: 

et 

f 
2~  

~,({0}) < lim cos kxdv(x ) ,  
k E H J O  
k ~  

v({O}) _-< lim 3'h" 
h e l l  
h ~  

(2) Soit (u.).~o une suite r~elle telle que pour tout entier p: 

1 N  ) 
lim (l-~m -z-; Y, exp[2iwp(u.+k - u.)] = 0 
k ~  ~ N ~  ] ~  j = l  
k E H  

alors la suite (u.).~-o est dquir~partie modulo un. 

(3) Soit (X, B, tx, T)  un syst~me dynamique, soit A un ensemble mesurable; 

alors 

V e > O  3 n E H  i ~ ( T - " A n A ) > - _ [ t t ( A ) ] Z - e .  
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Un exemple d'ensemble v6rifiant B est 

{p2;p E N*} 

et plus g6n6ralement 

{O(p);p  E N*} 

oh Q ( X )  est un polyn6me h coefficients entiers tel que (9(0)= 0. 

Les suites "~ distributions homog6nes" ([3]) v6rifient 6galement B (on dit 

qu 'une suite (n,),_-_o est h distribution homog~ne si pour tout x non nul la suite 

(n,x),-__,, est 6quir6partie modulo un). 

Montrons que A f f  1. 

Soit J = {/ , i2. .-} un ensemble inclus darts I tel que j.+,//. > 3. 
Alors H contient ( J - J ) * =  { p - q ;  p > q, p, q E J}, et chaque 616ment de 

J - J est obtenu d 'une seule faqon comme la diff6rence de deux 616ments de J. 

Consid6rons, suivant Mend& France et Kamae, le polyn6me trigonom6trique 

I 2 
= ~ + ~, e iu,-ik)x. 

N - ~ j , ~ l  
jk E J  

N > l > k  

Le polyn6me trigonom6trique ]:N(x) prend des valeurs positives pour tout x;  sa 

partie r6elle 

1 2 ~ + ~  Y~ cosq,-h)x 
j tEJ 
Jk ~J 

N > l > k  

prend donc des valeurs positives et vaut 1 Iorsque x = 0; donc &ant donn6 une 

mesure v sur [0,2¢r]: 

~,({o}) _-< ~" fN(x)d~,(x) 

1 2 = K + ~  ~ cosq,-h)xd,,(x) 
N > l > k  

[ f0" l(z  _--< sup cos hxdv + 1 
h E ( J - J ) *  N k N 

<--hsup_j,.fo2"coshxdv(x) 
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et comme J e s t  simplement un sous-ensemble de I suttisamment lacunaire: 

v{0} <_- lim sup cos hxdu(x) 
I 

et v{0} = 0 Iorsque cette limite est nulle. 

Nous procfiderions de marne pour les (3'k)k-'-,,. 

NOUS montrerions que A ~ 2  comme au th~or~me 2, compte tenu de la 

remarque ci-dessus sur IN(x). 
Nous montrerions de mSme que si H v~rifie la propri~t6 (A), aiors si A est un 

ensemble mesurable d 'un syst~me dynamique (X, B, ~, T) d'apr~s le lemme 4 la 

suite (y.).~o = I~(T-"A N A) est la transform~e de Fourier d 'une mesure u sur 

[0,2rr] vgrifiant v{0} >--[tz(A)] 2 et d 'apr~s (1) 

[ v ( A ) l  2 _-< Jim 
h G H  

_<- lim p . (T-"A N A ) .  
k ~  
k E H  

Montrons maintenant  que B ~ 1. Suivons toujours la d6monstrat ion de Kamae  

et Mend~s France; ~tant donn6 une mesure u sur [0,2rr], choisissons un entier k 

tel que: 

2~rlplq) nlO,2~r l 
q n c  divise pas k 

Soit Bk k k = ( b , b 2 " " ) C H A k Z  une suite telle que ia suite (b.x)..=,, soit 

6quirgpartie modulo un pour  tout x irrationnel; soit 

1 N • 

fN(X)="N i~=l.= e ~n''. 

Lorsque x est irrationnel 

lim IN(x)  = O. 
N ~  

Lorsque x est rationnei et se met sous la forme p/k, IN(x)= 1 pour tout N. 

Lorsque x est rationnel et ne se met pas sous la forme p/k, 1 >= f(x)>= -1 .  
Par convergence domin6e, ies coefficients de Fourier (y.)._.,) de la mesure v 

v6rifient: 
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Y~ ~,({x})- 
x ~ 2 ~ t ( p l k  ) 

x E [ O , 2 ~ ]  

1 ,,({x})-<_ lim ~ (~, + . . .  + "w.) 
x = 2 ~ r ( p l q )  
x~lo2'n'] 

q n e  divise pas  k 

- -  1 
--- ~im K(r~,  + "'" + ~'~.) < Z 

xE21r (p lk  ) 
x~[O,2=] 

,,({x})+ ~] ,,({x}). 
x = 2 ~ r ( p l q )  
x ~[O,2.n- I 

q ne divise pa s  k 

C o m m e  

Y~ ,,{x} 
x = 2 w ( p [ q )  

x E l t ) . 2 ~ ]  
q ne  divise pas  k 

est major6 en valeur absolue par e nous obtenons 

( 1  I v{O} = < Jim tim ~(yo~ + "'" + yb~) 

= < lim yh. 
h ~ z  
h E H  

On passe ~ f~/'cos kxdu(x) selon le proc6d6 standard, ainsi qu 'au cas des sauts 

situ6s hors de I'origine. 

Les propositions 2 et 3 se d6duisent imm6diatement  de 1. 

D 'une  faqon analogue (on trouvera darts Bass, 5e pattie, le type de 

d6monstrat ion a mettre en oeuvre) nous pourrions prouver  dans le cas (B): 

COMPLI~MENT AU TH~OR~ME 3. Etant donnd un ensemble H odri]iant 
l'hypoth~se (B), une mesure v sur [0,2w], et sa sdrie de Fourier (y.).=,,: 

(plq)E 0 nlo,~ ] k--= N - =  N 

et plus gdndralement: 

v ( { x + V }  )=limfim®l (~exp(ib~x)%~ ). 
(p lq  )E ON[O, I  ] k ~ .=  

On peut 6galement obtenir  des indications sur la somme des carr6s des sauts 

de v. 

Si H est un ensemble h distribution homog~ne,  nous obtenons plus simple- 

ment:  
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§4. 

TH[~OREME 4. 

1 odrifiant 

off encore 

Application/k la suite (xO").=,, 

Soien t  a et  r des entiers posi t i f s  ; soit  0 un  hombre  rdel s u p & i e u r  d 

0 z" = aO" + 1, 

0 z" = aO" - 1, 

o = . 

Si la suite  {x0"}.~,, est  rdpartie m o d u l o  un se lon une  mesure  dont  les c o e ~ c i e n t s  de 

Fourier  t enden t  vers O, alors elle est  dquirdpartie m o d u l o  un ( c ' e s t  le cas  en 

part icul ier  si la mesure  de r~partition est  a b s o l u m e n t  con t inue  par  rapport fi la 

mesure  de L e b e s g u e  ). 

Les bases 0 ainsi d6finies se c o m p o r t e n t ,  sous cet aspect ,  c o m m e  des bases 

enti6res.  

Soit u. = (x (V~a)"). =o 

u . .h ,  - u .  = x ( a  h - 1)( '~a)" .  

Soit v la mesure  de r6part i t ion de la suite (u.).=>,, (ou h d6faut  une mesure  

associ6e ~ cet te  suite), ce qui veut  dire qu' i l  existe un sous -ensemble  infini F de N 

tel que pou r  toute  fonct ion e "i~ 

I' lim I E e 'm" = e "'dr(x). 
N ~ =  J~ /  n < N  ) 
N E F  

La s o m m e  

vh.,, = lim 1 ~ e2'"m'".÷,,-"-' = tim® 1 ~ e 2'-m(°~-''". 
N ~  l~/ n < N  n < N  
N E F  N E F  

est donc  6gale ~t "),,(o,._,). 

Si nous fixons m, la l imite de oh,,. est  nulle lorsque h tend vers l 'infini; d ' ap r6s  

le th6or6me 3, la suite (u.).=>0 est 6quir6par t ie  modu lo  un. 

Soit ma in t enan t  0 2' = a O ' + l .  Nous  savons  que la suite (xO").>_o est 

6quir6par t ie  m o d u l o  un si et s eu lement  si la suite ((0 4, - 1)xO").=o l 'est  ([2]). 

Soit v u n e  mesure  associ6e ~ la suite (xO").-o,  dont  les coefficients de Four ie r  

tendent  vers z6ro lorsque n tend  vers  l'infini. 
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Soit u. = x . ( O  4r - 1)0" 

u . . ~ ,  - u. = xo" ( ( o  ' '+ '~ '  - o ' ~ ' )  - ( o ' "  - 1 ) )  

( 1)) 
D'apr6s les formules de Newton 

m ( p )  = 0 2'+2p + ~ -  1 (OZp_2, + 1 
0 2,+ ~ - ~ ; : ~  ) 

est un entier qui tend vers I'infini avec p (en effet 02s a pour conjugu6 1/02s). Les 

• 0 ).~o et (m(p)xO").~o sont les m~mes. r6partitions des suites (re(p)  xO". 2p,+2, 

Pour tout entier k fix6: 

lim lim 1 ~ e2i,~xo.m<~] = lim Y,~tp) = 0 

et d'apr6s le th6or6me 3, (u.).__-o est 6quir6partie modulo un, donc (xO").._o aussi. 
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